
＜数理計画モデル＞

・線形計画問題

・ネットワーク計画問題

・非線形計画問題

・組合せ計画問題

簡単に
解ける

難しい
（厳密な最適化は
困難な場合が多い）



非線形計画モデル

＜ポートフォリオ選択問題＞

資産w円を３種類の株式A1,A2,A3に
分散して投資する。

株式の現在価格：p1, p2, p3円

1カ月後の株式の価格：P1, P2, P3円

確率変数



＜交通流割当問題＞

A

B

C

D

x1

x2

x3

x4

x5

各道路を通る車の台数： x1 , x2 , x3 , x4, x5

W台の車がAからDへ向かう



















非線形計画問題

・制約なし問題

・制約つき問題

＜非線形計画問題＞

目的関数： f(x)            最小

制約条件： x∈S

＜制約なし問題＞

目的関数： f(x)            最小



局所的最適解と大域的最適解

大域的最適解：実行可能領域S全体において

目的関数fが最小となる点

局所的最適解：十分近くのどの実行可能解よ

りも目的関数fの値が小さい点



目
的
関
数
の
値

解空間

局所的最適解

大域的最適解

＜最適化の概念＞



＜凸計画問題＞

目的関数f ：凸関数

実行可能領域：凸集合

局所的最適解＝大域的最適解

＜一般的な非線形計画問題＞

いくつもの局所的最適解のなかから大域
的最適解を見つけることは非常に困難

局所的最適解を求めることが当面の目標

凸関数f： x,y∈Rn, 0≦α≦1 ⇒ f(αx+(1-α)y) ≦αf(x)+(1-α)f(y)

凸集合S： x,y∈S, 0≦α≦1 ⇒ αx+(1-α)y∈S



関数の勾配とヘッセ行列

∇f(x)＝

∂f(x)

∂x1

∂f(x)

∂x2

∂f(x)

∂xn

・・・

∇f(x)：点xにおける関数fの勾配



例）

f(x)＝5x1
2－6x1x2+ 5x2

2 －10x1 +6x2

∂f(x)

∂x1

＝10x1－6x2－10

∂f(x)

∂x2

＝－6x1+10x2+6

∇f(x)＝
10x1－6x2－10

－6x1+10x2+6

点a=(0,0)T, b=(2,0)T,  c=(3,1)Tにおける関数fの勾配

∇f(a)＝
－10

6
∇f(b)＝

10

－6
∇f(c)＝

14

－2
, ,



∇2f(x)＝

∂2f(x)

∂x1
2

∂2f(x)

∂x2∂x1

∂2f(x)

∂xn∂x1

・・・

∇2f(x)：点xにおける関数fのヘッセ行列

・・・

・・・

・・・

∂2f(x)

∂x1x2

∂2f(x)

∂x2
2

∂2f(x)

∂xn∂x2

・・・

∂2f(x)

∂x1xn

∂2f(x)

∂x2∂xn

∂2f(x)

∂xn
2

・・・

対称行列



例）

f(x)＝5x1
2－6x1x2+ 5x2

2 －10x1 +6x2

∇f(x)＝
10x1－6x2－10

－6x1+10x2+6

∇2f(x)＝
10   －6

－6   10

固有値：λ1=4, λ2=16

固有ベクトル：x1=(1,1)T, x2=(1,-1)T



制約なし問題の最適性条件

∇f(x＊)＝0

x＊が局所的最適解であるための必要条件

x＊：関数f の停留点 １次の必要条件

凸関数fの任意の停留点x＊は（大域的）最適解



例）

f(x)＝5x1
2－6x1x2+ 5x2

2 －10x1 +6x2

∇f(x)＝
10x1－6x2－10

－6x1+10x2+6

∇f(x＊)＝0

10x1－6x2－10 = 0 

－6x1+10x2+6 = 0 

x1= 1 

x2= 0 

x＊＝
1

0



∇f(x＊)＝0

x＊

x＊

x＊

最大値 ×

最小値 ○

×

１次の必要条件



f(x)＝ f(x＊)+∇f(x＊)T(x-x＊)+ (x-x＊)T ∇2f(x＊)(x-x＊)
1

2

～

x＊ x
f(x＊)

f(x)
～

f(x) ＜ f(x＊)
～

x

f(x)
～

∇2f(x＊) は正定値

(x-x＊)T ∇2f(x＊)(x-x＊) ＜ 0

f(x) ＞ f(x＊)

(x-x＊)T ∇2f(x＊)(x-x＊) ＞ 0

x＊

f(x＊)

～



∇2f(x＊) は半正定値

A：半正定値行列

xTAx≧ 0 （すべてのxについて）

∇f(x＊)＝0 最適性の２次の
必要条件

∇2f(x＊) は正定値

∇f(x＊)＝0 最適性の２次の
十分条件



＜制約なし問題の解法＞

非線形計画問題の最適解を有限回
の演算で厳密に求めることは困難

一般には，最適解に収束するような点列｛x(k)｝
を次々と生成する反復法が用いられる．



最急降下法

＜最急降下法＞

(0) 出発点x(0) を選び，k:=0 とおく．

(1)∇f(x(k) )=0 ならば計算終了．さもなければ

d(k) := －∇f(x(k) ) とおいてステップ(2)へ．

(2) ステップ幅α(k) を求め，次の点

x(k+1) := x(k) ＋α(k) d(k)     を定める．

k:= k +1とおいてステップ(1)へ戻る．



x1

x2

10 2 3 4

1

2

3

-1

-1

∇f(x(0) )

x(0) 
f＝-5

f＝15

f＝0

f＝40

f(x)＝5x1
2－6x1x2+ 5x2

2 －10x1 +6x2の等高線

d(0) = －∇f(x(0) ) 

d(0) = －∇f(x(0) ) 

x(0) =(0,0)T

x(0) =(4,0)T

x(0) 

x(1) 

x(1) 

α(0) d(0) 

∇f(x)＝
10x1－6x2－10

－6x1+10x2+6

=(10,-6)T

=(-30,18)T

α(0) d(0) 



ニュートン法と準ニュートン法

＜ニュートン法＞

(0) 出発点x(0) を選び，k:=0 とおく．

(1)∇f(x(k) )=0 ならば計算終了．さもなければ

∇2f(x(k) )d = －∇f(x(k) ) 

の解d(k)を求め，ステップ(2)へ．

(2) 次の点を x(k+1) := x(k) ＋d(k)     とする．

k:= k +1とおいてステップ(1)へ戻る．



f(x)＝5x1
2－6x1x2+ 5x2

2 －10x1 +6x2

∇f(x)＝
10x1－6x2－10

－6x1+10x2+6
∇2f(x)＝

10   －6

－6   10

∇2f(x(k) )d = －∇f(x(k) ) 

x(0) =(0,0)T
10   －6

－6   10
d =  

10 

－6 

d(0) =(1,0)T

=(1,0)T

x(0) =(4,0)T
10   －6

－6   10
d =  

-30 

18 

d(0) =(-3,0)T

=(1,0)T

x(1) = x(0)+d(0) 

x(1) = x(0)+d(0) 



x1

x2

10 2 3 4

1

2

3

-1

-1

x(0) f＝-5

f＝15

f＝0

f＝40

f(x)＝5x1
2－6x1x2+ 5x2

2 －10x1 +6x2の等高線

x(0) 

x(1) 

d(0) =(-3,0)T 

∇f(x)＝
10x1－6x2－10

－6x1+10x2+6

∇2f(x)＝
10   －6

－6   10

d(0) =(1,0)T 

∇2f(x(k) )d = －∇f(x(k) ) 



組合せ計画モデル

<生産計画問題＞

目的関数： cT x 最大

制約条件： Ax≦b,   x≧0

x の各要素は整数

整数計画問題



組合せ計画問題

有限個の要素からなる実行可能領域
のなかで目的関数が最小となる解を
見つける問題

例） ・最短路問題

・線形計画問題
有限個の実行可能基底解から最適解を見つける

・ネットワーク計画問題
特殊な線形計画問題



＜組合せ計画問題＞

実行可能解
の数は有限

すべての実行可能解
の目的関数を計算す
れば最適解が求まる

n個の0-1変数xi(i=1,..,n) の組

x=(x1,…, xn)

のとりうる値 ２n 個

変数が数十個程度の問題ですら
現実には取り扱えない



分枝限定法

実行可能解を列挙するために場合分けを行って
いく過程で，最適解が得られる見込みのない不必
要な場合分けをできるだけ省略して，探索する範
囲を絞り込むことにより計算時間を短縮する方法．

様々な問題に対して用いること
のできる一般的な計算原理
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＜経路探索木＞



出発点からの経路が最も短い点を展開する

最良優先探索

より短い経路が得られている点は展開しない

ダイクストラ法

出発点から近い順に、各点の最短経路が求まる
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もっと効率化できないか？

実際には目的地から遠ざかる方には
行かない場合が多い

目的地に近づく方向を優先する

目的地までの距離も考慮した最良優先探索

A＊アルゴリズム
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＜直線距離＞

CF間：3
DF間：2.1 C

E2.2

9.2

1.3

EF間：1

6.3

＜経路探索木＞
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＜人工知能＞

コンピュータの進歩

・チェスの世界チャンピオンに勝利

・全米クイズ王に勝利

・将棋でプロ棋士（高段者）に勝利

・車の自動運転



47

列挙木

部分問題の解の下界値

＞最適解の上界値（暫定解の値）

部分問題

暫定解（現時点での最良解）

＜分枝限定法＞

その部分問題から最適解
は得られないので探索打
ち切り（限定操作）

A＊アルゴリズム



48

最短路問題の解法

最良優先探索による分枝限定法

ダイクストラ法：
部分問題の評価値

出発地からの最短距離

A＊アルゴリズム：
出発地からの最短距離＋
目的地までの直線距離



49

ニューラルネットワークによる学習

誤差逆伝播法 最急降下法の適用



50



51

・チェッカー：10の30乗

・チェス：10の120乗

・オセロ：10の60乗

・将棋：10の220乗

・囲碁：10の360乗

・チェッカー、オセロ、チェスは２０
世紀中に人間のトップに勝利



52

コンピュータ将棋の技術

ゲーム木探索：アルゴリズムの基本



53

局面評価値：「静的評価関数」と
呼ばれる形勢を数値化したもの

ミニマックス探索：「相手は自分
にとって最も嫌な手を選択する
はず」という基本的な考え方

「探索の効率化」と「評価関数の
精緻化」が両輪



5467

Bonanzaの登場と効果

評価関数の機械学習を導入



55



56



57



58

y＝a0+ a1x1+ a2x2 

1 X11 X21 

1 X12 X22 

1 X1n X2n 

・・・
・・・

a0 

a1 

a2 

Y＝

Y1    

Y2

Yn

X＝ a＝
・・・

t(YーXa)(YーXa) を最小化

最小２乗法

f(a)＝

∇f(a＊)＝0 となる a＊ を求める



t(YーXa)(YーXa) f(a)＝
tYYー2 tYXa +ta tXXa ＝

∇f(a)＝ー2 tXY +2 tXXa＝0

tXXa＝ tXY  

a ＝(tXX)-1 tXY  


