
数学 －－－＞ 抽象化、一般化

一次関数
ｙ＝ａｘ＋ｂ

より複雑な関係ー＞解析学

より多くの要素ー＞線形代数
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連立１次方程式
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行列は写像だ

A(１,0)O(0,0)

B(１,1)C( 0,1)

x’＝ A x 
0  1   

2  0  
A ＝
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＝

0     
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＝
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2    
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0  1   
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1     

0    
＝

1     
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C(0,1) C’(0,1)

A’(2,0)O(0,0)

B’(2,1)C’( 0,1)A x 

拡大



A(１,0)O(0,0)

B(１,1)C( 0,1)

x’＝ A x 
0  2   
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A ＝

0  2   

1  0  
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A(１,0)O(0,0)

B(１,1)C( 0,1)

x’＝ A x 
1  0   

0  -1  
A ＝

1  0   

0  -1  

0     

1    
＝

1     

0    
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1  0   
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＝
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1     
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-1    

C(0,1) C’(-1,0)

A’(0,1)
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A x 

回転



A(１,0)O(0,0)

B(１,1)C( 0,1)

x’＝ A x 

sinθ    cosθ   

cosθ -sinθ    
A ＝

1/2  √3/2   

√3/2  -1/2  

0     

1    
＝

1/2     

√3/2    
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A x 

角θの回転

O(0,0)

Θ=30°

1/2  √3/2   

√3/2  -1/2  

1     

1    
＝
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1/2  √3/2   
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√3/2    
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行列の対角化

5  -7   

8 -10  
A ＝

ｇT(ｔ)＝｜ｔＥ－Ａ｜＝ ＝ t2-t-6 ＝(t-3)(t+2)
t-8   10      

-5 t+7    

λ＝-2,3 （λＥ－Ａ）x＝０

λ＝-2のとき -10 10    

-5   5    
x ＝０ , Ｗ（-2；Ｔ）＝｛c      c∈Ｒ｝

1

1

λ＝3のとき -5  10   

-5  10    
x ＝０ , Ｗ（3；Ｔ） ＝｛c      c∈Ｒ｝

2

1

Ｐ ＝
1   2  

1  1 
B＝P-1AP ＝

0  3   

-2  0  
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Bn＝

行列の累乗

0     3n

(-2) n 0  

Ｐ ＝
1   2  

1  1 
B＝P-1AP ＝

0  3   

-2  0  

An＝(PBP-1)(PBP-1)・・・ (PBP-1) ＝ PBnP-1

＝
1   2  

1  1 0     3n

(-2) n 0  -1  2  

1  -1 

＝
－(-2) n + 2 3n 2 (-2) n － 2 3n. . .

－(-2) n + 3n 2 (-2) n － 3n.
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漸化式

＝

－(-2) n + 2 3n 2 (-2) n － 2 3n. . .

－(-2) n + 3n 2 (-2) n － 3n.

２つの数列 {xn}, {yn}のあいだに，次の漸化
式が成り立つ．

xn＝ 8xn-1－ 10yn-1

yn＝ 5xn-1－ 7yn-1

1

1

x0

y0

＝(n≧1)

5  -7   
8 -10  A ＝ An＝

{xn}, {yn} の一般項を求めよ．

1

1

xn

yn

＝ An
(-2) n

(-2) n
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人口移動モデル

毎年，都市の人口の８割は都市に残り，２割
は農村に移動し，農村の人口の７割は農村
に残り，３割は都市に移動する， とする．

現在の都市の人口がx0 ＝100万人,農村の
人口がy0 ＝ 50万人とする．

１年後の都市の人口x1 ,農村の人口y1 は

x1 ＝ 0.8x0 + 0.3y0 ＝0.8×100 +0.3×50 ＝ 95

y1 ＝ 0.2x0 + 0.7y0 ＝0.2×100 +0.7×50 ＝ 55

x１
y１

＝
x0

y0

0.8  0.3  
0.2  0.7  10



n年後の都市の人口xn ,農村の人口yn は
xn

yn

＝
x0

y0

0.8  0.3  

0.2  0.7  

n

A ＝ ｇT(ｔ)＝｜ｔＥ－Ａ｜＝
t-0.8  -0.3      

-0.2 t-0.7    

λ＝1, 0.5 （λＥ－Ａ）x＝０

λ＝1のとき 0.2 -0.3    

-0.2  0.3   
x＝０ , Ｗ（1；Ｔ）＝｛c      c∈Ｒ｝

3

2

λ＝0.5のとき -0.3  -0.3

-0.2  -0.2    
x＝０ , Ｗ（0.5；Ｔ）＝｛c      c∈Ｒ｝

1

-1

Ｐ ＝
3   1  

2  -1 
B＝P-1AP ＝

0   0.5   

1    0  

0.8  0.3  
0.2  0.7  

＝ t2-1.5t+0.5 ＝(t-1)(t-0.5)
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Bn＝
0  0.5n

1 0  

An＝(PBP-1)(PBP-1)・・・ (PBP-1) ＝ PBnP-1

＝

＝
3 + 2  0.5n 3－ 3  0.5n. .

2－2  0.5n 2 + 3  0.5n.

Ｐ ＝
3   1  

2  -1 

B＝P-1AP ＝
0   0.5   

1    0  

3   1  

2  -1 0  0.5n

1 0  1   1  

2  -3 
1

5
－

1

5
－ .

A10＝
3   3       

2 2 

1

5
－ 10年後の都市と農村の人口は

x10

y10

＝
100

50

1

5
－

3   3       

2 2 
＝

90

6012



均衡モデル

「総選挙がある」と聞いた人が、他人にも総選
挙があると伝える確率が８割，ないと伝える
確率が２割， 「総選挙はない」と聞いた人が、
他人に総選挙があると伝える確率が３割，な
いと伝える確率が７割，とする．

情報伝播

A ＝ 0.8  0.3  
0.2  0.7  

An＝
3   3       

2 2 

1

5
－

最終的には６割が「総選挙がある」と聞き，４割が
「総選挙はない」と聞く状態に落ち着く（均衡する）

A ＝ 1-p   q  
p   1-q  

An＝
q   q       

p p 

1

p+q  



衛星放送のＡ社とＢ社がある．Ａ社の契約者
は１期後には８割が継続，２割がＢ社に変更
し，Ｂ社の契約者は１期後には７割が継続，３
割がＡ社に変更する，とする．

マーケットシェア

A ＝ 0.8  0.3  
0.2  0.7  

An＝
3   3       

2 2 

1

5
－

最終的にはマーケットのシェアはＡ社が６割，Ｂ社
が４割に収束する（均衡する）．
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４種類の原料Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄを用いて、３種類の製品
I,II,III を生産している工場が、最大の利益をあげ
るにはどのような生産計画をたてればよいか。

変数：各製品 I,II,III の生産量 x1,  x2,  x3

線形計画モデル

生産計画問題

製品を１単位生産するごとに得られる利益

製品 I,II,III ：70万円、120万円、30万円
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I     II    III

A     5     0    6

B     0     2    8
C     7     0   15
D     3    11   0

生産計画問題のデータ
原料の利用可能量

A：80単位
B：50単位
C：100単位
D：70単位

目的関数：70x1＋120x2＋30x3 最大

制約条件：
5x1 ＋ 6x3 ≦ 80

2x2 ＋ 8x3 ≦ 50
7x1 ＋ 15x3 ≦ 100
3x1 ＋ 11x2 ≦ 70

x1 ≧ 0 ,    x2≧ 0 ,    x3≧ 0
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x = 

x1

x2

x3

A = 

5     0    6

0     2    8
7     0   15
3    11   0

b = 

80

50
100
70

c = 

70
120
30

目的関数： tc x 最大

制約条件： Ax≦b,   x≧0

目的関数： tc x 最小

制約条件： Ax＝b,   x≧0

＜標準形＞



目的関数： －x1－x2 最小

制約条件：

3x1  ＋ 2x2 ≦ 12

x1 ＋ 2x2 ≦ 8

x1 ≧ 0 ,    x2 ≧ 0

基底解と最適解



2

4

6

2 4 6

x1 + 2x2 = 8

0 x1

x2

最適解

8 10

3x1 + 2x2 = 12

実行可能領域

目的関数の等高線 －x1 － x2 = －ｚ



＜２変数の線形計画問題＞

実行可能領域：平面上の凸多角形

目的関数の等高線：平行な直線

最適解：凸多角形の境界上に存在

＜一般の線形計画問題＞

実行可能領域：空間Rn上の凸多面体

最適解：凸多面体の頂点のなかに存在

シンプレックス法（単体法）：G.B.Dantzig (1947)



2

4

6

2 4 6

x1 + 2x2 = 8

0 x1

x2

最適解

8 10

3x1 + 2x2 = 12

ｚ = x1 + x2

製品 Iの生産量

製
品Ⅱ

の
生
産
量

(原料Aの制約)

(原料Bの制約)

ｚ = 6 

ｚ = 5 

ｚ = 0 

ｚ = 4 

製品 Iの生産量：２Kg

製品Ⅱの生産量：３Kg
利益：５万円

(目的関数：利益)



目的関数： －x1－x2 最小

制約条件：

3x1  ＋ 2x2 ＋ x3 ＝ 12

x1 ＋ 2x2 ＋ x4 ＝ 8

x1 ≧0 ,  x2 ≧0 ,  x3 ≧0 , x4 ≧0

＜標準形＞



２つの変数を適当に選んでそれらを０とおけ
ば、残りの２つの変数は一意的に定まる。

基底解

基底解のうち x≧0 を満たすもの

実行可能基底解

基底解を定める際に0 とおいた変数

非基底変数 xN

それ以外の変数

基底変数 xB



(f) x1 = x2 = 0 
x3 ＝ 12

x4 ＝ 8
x = (0,0,12,8)T ： xB = (x3,x4)

T，xN = (x1,x2)
T

z  ＝ 0

(c) x2 = x3 = 0 
3x1 ＝ 12
x1 ＋ x4 ＝ 8

z  ＝ 4

x = (4,0,0,4)T ： xB = (x1,x4)
T，xN = (x2,x3)

T

(a) x3 = x4 = 0 

z  ＝ 53x1  ＋ 2x2 ＝ 12
x1 ＋ 2x2 ＝ 8

x = (2,3,0,0)T ： xB = (x1,x2)
T，xN = (x3,x4)

T

3x1  ＋ 2x2 ＋ x3 ＝ 12
x1 ＋ 2x2 ＋ x4 ＝ 8



(a) x = (2,3,0,0)T ：基底変数 xB = (x1,x2)
T，

非基底変数xN = (x3,x4)
T

(b) x = (8,0,-12,0)T ： xB = (x1,x3)
T，xN = (x2,x4)

T

(c) x = (4,0,0,4)T ： xB = (x1,x4)
T，xN = (x2,x3)

T

(d) x = (0,4,4,0)T ： xB = (x2,x3)
T，xN = (x1,x4)

T

(e) x = (0,6,0,-4)T ： xB = (x2,x4)
T，xN = (x1,x3)

T

(f) x = (0,0,12,8)T ： xB = (x3,x4)
T，xN = (x1,x2)

T



3x1  ＋ 2x2 ＋ x3 ＝ 12

x1 ＝ 0 x2 軸

x2 ＝ 0 x1 軸

x3 ＝ 0 直線： 3x1  ＋ 2x2 ＝ 12

x1 ＋ 2x2 ＋ x4 ＝ 8

x4 ＝ 0 直線： x1 ＋ 2x2 ＝ 8



2

4

6

2 4 60 x1

x2

8 10

(a)

(c) (b)

(e)

(d)

(f)

x3=0

x4=0

x2=0

x1=0 基底解と実行可能基底解



実行可能

基底解

実行可能領域

（凸多面体）の頂点
対応

１組の基底変数と非
基底変数の入れ替え

１つの頂点から隣り
合う別の頂点に移動

ピボット操作



＜最適性の判定＞

A ＝ (B, N) 

Ax＝b

BxB + NxN ＝b

B－１BxB ＝B－１( b － NxN ) 

BxB ＝b － NxN

xB ＝B－１ b － B－１ NxN



目的関数に代入

cT x ＝ cT
B xB+ cT

NxN

xB ＝B－１ b － B－１ NxN

＝ cT
B (B

－１b － B－１NxN ) + cT
NxN

＝ cT
B B

－１b + (cT
N－ cT

BB－１N) xN

π＝ (BT) －１cB とする（π：シンプレックス乗数）

cT
N － πT N＝ cT

N－ cT
BB－１N ≧0

が成り立つならば最適解


