
関数の勾配とヘッセ行列

∇f(x)＝

∂f(x)

∂x1

∂f(x)

∂x2

∂f(x)

∂xn

・・・

∇f(x)：点xにおける関数fの勾配



１．(1)

f(x)＝3x1
2－2x1x2+ 3x2

2 + 6x1－ 10x2

∂f(x)

∂x1

＝6x1－2x2 +6

∂f(x)

∂x2

＝－2x1+6x2 － 10

∇f(x)＝
6x1－2x2 +6

－2x1+ 6x2 －10

１．(2) 点a=(0,0)T における関数fの勾配

∇f(a)＝
6

－10



∇2f(x)＝

∂2f(x)

∂x1
2

∂2f(x)

∂x2∂x1

∂2f(x)

∂xn∂x1

・・・

∇2f(x)：点xにおける関数fのヘッセ行列

・・・

・・・

・・・

∂2f(x)

∂x1x2

∂2f(x)

∂x2
2

∂2f(x)

∂xn∂x2

・・・

∂2f(x)

∂x1xn

∂2f(x)

∂x2∂xn

∂2f(x)

∂xn
2

・・・

対称行列



１．(3)

∇2f(x)＝
6   －2

－2    6

f(x)＝3x1
2－2x1x2+ 3x2

2 + 6x1－ 10x2

∇f(x)＝
6x1－2x2 +6

－2x1+ 6x2 －10



固有多項式 ｇA(ｔ)＝｜ｔＥ－Ａ｜ Ａ：正方行列

行列Ａの固有値：ｇA(ｔ)＝０ の根（複素根も含む）

ＴA（x）＝Ａx Ａx ＝λx Ａx＝λＥx

（λＥ－Ａ）x＝０ x ：固有ベクトル

Ａ＝

｜ｔＥ－Ａ｜＝ ＝ t2-12t+32 ＝(t-4)(t-8)t-6      2      

2 t-6    λ＝4,8

λ＝4のとき -2    2   

2   -2    
x ＝０

1

1
x ＝

λ＝8のとき 2   2   

2   2    
x ＝０

1  

-1
x ＝

∇2f(x)＝
6   －2

－2    6



固有値：λ1=4, λ2=8

固有ベクトル：x1=(1,1)T, x2=(1,-1)T

１．(4)



f(x)＝3x1
2－2x1x2+ 3x2

2 +6x1－10x2 の等高線

x1

x2

10 2 3

1

2

3

-1

-1
∇f(a)

a

f＝-9

f＝9

f＝0

f＝24１．(5)

１．(6)



制約なし問題の最適性条件

∇f(x＊)＝0

x＊が局所的最適解であるための必要条件

x＊：関数f の停留点 １次の必要条件



１．(7)

最適性の１次の必要条件

∇f(x)＝0

∇f(x)＝ ＝0
6x1－2x2 +6

－2x1+ 6x2 －10

x＊＝(-1/2, 3/2)



∇2f(x＊) は半正定値

A：半正定値行列

xTAx≧ 0 （すべてのxについて）

∇f(x＊)＝0 最適性の２次の
必要条件

∇2f(x＊) は正定値

∇f(x＊)＝0 最適性の２次の
十分条件



∇2f(x＊)は正定値

x＊は最適性の２次の必要条件と
十分条件を満たす

１．(8)

∇2f(x)＝
6   －2

－2    6

固有値：λ1=4, λ2=8

固有値がすべて正である対称行列

正定値行列



最急降下法

＜最急降下法＞

(0) 出発点x(0) を選び，k:=0 とおく．

(1)∇f(x(k) )=0 ならば計算終了．さもなければ

d(k) := －∇f(x(k) ) とおいてステップ(2)へ．

(2) ステップ幅α(k) を求め，次の点

x(k+1) := x(k) ＋α(k) d(k)     を定める．

k:= k +1とおいてステップ(1)へ戻る．



d = －∇f(x)

２．(1)

x(0)＝(0, 0) T のとき

d(0) = (－6, 10) T

f(x)＝3x1
2－2x1x2+ 3x2

2 + 6x1－ 10x2

∇f(x)＝
6x1－2x2 +6

－2x1+ 6x2 －10



f(x)＝3x1
2－2x1x2+ 3x2

2 +6x1－10x2 の等高線

x1

x2

10 2 3

1

2

3

-1

-1
∇f(x(0) )

f＝-9

f＝9

f＝0

f＝24２．(2)

x(1) 

x(0) 

d(0) = －∇f(x(0) ) 

x(0) =(0,0)T

=(-6, 10)T
α(0) d(0) 

∇f(x)＝
6x1－2x2 +6

－2x1+ 6x2 －10



ニュートン法と準ニュートン法

＜ニュートン法＞

(0) 出発点x(0) を選び，k:=0 とおく．

(1)∇f(x(k) )=0 ならば計算終了．さもなければ

∇2f(x(k) )d = －∇f(x(k) ) 

の解d(k)を求め，ステップ(2)へ．

(2) 次の点を x(k+1) := x(k) ＋d(k)     とする．

k:= k +1とおいてステップ(1)へ戻る．



２．(3)
∇2f(x )d = －∇f(x) 

x＝(0, 0) T のとき

d = d =(-1/2, 3/2)T

∇2f(x)＝
6   －2

－2    6

f(x)＝3x1
2－2x1x2+ 3x2

2 + 6x1－ 10x2

∇f(x)＝
6x1－2x2 +6

－2x1+ 6x2 －10

6   －2

－2    6

－6

10



f(x)＝3x1
2－2x1x2+ 3x2

2 +6x1－10x2 の等高線

x1

x2

10 2 3

1

2

3

-1

-1

f＝-9

f＝9

f＝0

f＝24２．(4)

x(1) 

x(0) 

x(0) =(0,0)T

d(0) =(-1/2, 3/2)T 

∇f(x)＝
6x1－2x2 +6

－2x1+ 6x2 －10

∇2f(x(k) )d = －∇f(x(k) ) 

∇2f(x)＝
6   －2

－2    6



３．(1)

f(x)＝( x1－1)2 + 10(x1
2－x2)

2

∇f(x)＝
2(x1－1)＋40 (x1

2 －x2) x1

－20(x1
2－x2)

３．(2)

∇2f(x)＝
2 ＋120 x1

2－40x2 －40x1 

－40x1 20

３．(3)

x*＝(1, 1) T のとき ∇2f(x*)＝
82  －40

－40   20



Ａ＝

｜ｔＥ－Ａ｜＝ ＝ t2-102t+40 ＝0t-82   40      

40 t-20    
λ＝101.6 ,  0.4

∇2f(x)＝
82  －40

－40   20

３．(4)

条件数 γ＝λmax／λmin ＝101.6／0.4 ≒ 254



d = －∇f(x)

３．(5)

f(x)＝( x1－1)2 + 10(x1
2－x2)

2

∇f(x)＝
2(x1－1)＋40 (x1

2 －x2) x1

－20(x1
2－x2)

x＝(0, 1) T のとき

d = (2, －20) T



３．(6)

∇2f(x )d = －∇f(x) 

∇2f(x)＝
2 ＋120 x1

2－40x2 －40x1 

－40x1 20

f(x)＝( x1－1)2 + 10(x1
2－x2)

2

∇f(x)＝
2(x1－1)＋40 (x1

2 －x2) x1

－20(x1
2－x2)

x＝(0, 0) T のとき

2 0 2  

0 20                  0
d = d =(1,0)T









＜最急降下法＞
＜大域的収束性をもつ＞ 長所

出発点をどこに選んでも、なんらかの解に
収束することが理論的に保証されている

＜１次収束＞ 収束の速さはあまり優れない

＜ニュートン法＞
＜2次収束＞ 収束が速い

＜局所的収束性をもつが，
大域的収束性をもたない＞ 短所

＜準ニュートン法＞
＜超１次収束＞＜ほぼ大域的収束性を保証＞

信頼性（大域的収束性）と計算効率（収束の速さ）の両
面で非常に優れた方法。実際に広く用いられている。



(a) 最急降下法 (b) ニュートン法 (c) 準ニュートン法

４．(2)

４．(3)

４．(1) (a)    (c) (b) 

(b)    (c) (a) 

(c) 



＜ナップサック問題＞

n個の品物がある．品物iの重さ：aikg 利用価値：ci

とする．ナップサックには全部でbkgしか詰めない．

利用価値の総計が最大となる品物を選ぶにはどう
すればよいか．

目的関数： Σ ci xi 最大

制約条件： Σ ai xi ≦b

i=1

n

n

i=1

xi = 0,1 (i=1,..,n)

xi =
1， 品物i を選ぶとき
0， 品物i を選ばないとき{



例）ナップサック問題

目的関数： Σ ci xi 最大

制約条件： Σ ai xi ≦b

i=1

n

n

i=1

xi = 0,1 (i=1,..,n)

ただし， ci , ai , bはすべて正の整数とし，
c1

a1

c2

a2

cn

an
≧ ≧・・・≧

となるように，まえもって変数の添字iは並べ換えら
れていると仮定する．



目的関数： 3x1+ 4x2+ x3+ 2x4 最大

制約条件： 2x1+ 3x2+ x3+ 3x4 ≦4

xi = 0,1 (i=1,..,4)

＜連続緩和問題＞

目的関数： 3x1+ 4x2+ x3+ 2x4 最大

制約条件： 2x1+ 3x2+ x3+ 3x4 ≦4

0 ≦ xi ≦ 1 (i=1,..,4)

５．(1)



＜連続緩和問題＞

目的関数： 3x1+ 4x2+ x3+ 2x4 最大

制約条件： 2x1+ 3x2+ x3+ 3x4 ≦4

0 ≦ xi ≦ 1 (i=1,..,4)

最適解： x= (1, 2/3, 0, 0)T 元の問題の実数最適解

５．(2)

目的関数の値 z = 17/3

x1= 1 成り立つ

2+ 3x2 ≦4 より x2= 2/3 

x3= x4 = 0 



連続緩和問題は元の問題の目的関数値
の上界値を与える．

連続緩和問題の実数最適解により，元
の問題の近似最適解を容易に得ること
ができる．

＜分枝図＞
・最上部の節点：どの変数も固定されていない状態

・最下部の節点：すべての変数が０または１に固定された状態
・途中の節点：一部の変数の値が０または１に固定され，それ以

外の変数は固定されていないような問題

部分問題



５．(3)

実数最適解： x= (1, 2/3, 0, 0)T

近似最適解： x= (1, 0, 1, 0)T

５．(4)

暫定解： x= (1, 0, 1, 0)T 暫定値： z＊=4



(a) x1＝0 に固定した部分問題

目的関数： 4x2+ x3+ 2x4 最大

制約条件： 3x2+ x3+ 3x4 ≦4
xi = 0,1 (i=2,..,4)

＜連続緩和問題＞

目的関数： 4x2+ x3+ 2x4 最大

制約条件： 3x2+ x3+ 3x4 ≦4

0 ≦ xi ≦ 1 (i=2,..,4)
実数最適解： (x2 , x3 , x4) = (1, 1, 0)T

部分問題の最適解 x= (0,1, 1, 0)T が得られた

終端できる



(b) x1＝1， x2＝0 に固定した部分問題

目的関数： 3+ x3+ 2x4 最大

制約条件： 2+ x3+ 3x4 ≦4
xi = 0,1 (i=3,4)

＜連続緩和問題＞

目的関数： 3+ x3+ 2x4 最大

制約条件： 2+ x3+ 3x4 ≦4

0 ≦ xi ≦ 1 (i=3,4)
実数最適解： (x3 , x4) = (1, 1/3)T z=14/3

目的関数値が暫定値z＊=4より大きい

終端できない



(c) x1＝1， x2＝1 に固定した部分問題

目的関数： 7+ x3+ 2x4 最大

制約条件： 5+ x3+ 3x4 ≦4
xi = 0,1 (i=3,4)

終端できる

明らかに実行可能解をもたない



５．(5) 分枝限定法の適用

(0)  ５．(3)で求めた近似最適解を暫定解とする。

暫定解： x= (1, 0, 1, 0)T 暫定値： z＊=4

(1) x1＝0 に固定した部分問題を解く

５．(4)(a)より部分問題の最適解 x= (0,1, 1, 0)T

が得られたから終端できる

目的関数値z=5は暫定値z＊=4より大きいから、これ

を新たな暫定解とし、暫定値z＊=5とする。



(2) x1＝1 に固定した部分問題を解く

目的関数： 3+4x2+ x3+ 2x4 最大

制約条件： 2+3x2+ x3+ 3x4 ≦4

xi = 0,1 (i=2,..,4)

＜連続緩和問題＞

目的関数： 3+4x2+ x3+ 2x4 最大

制約条件： 2+3x2+ x3+ 3x4 ≦4

0 ≦ xi ≦ 1 (i=2,..,4)

実数最適解： (x2 , x3 , x4) = (2/3, 0, 0)T

目的関数値z=17/3は暫定値z＊=5より大きいから、
最適解を含む可能性がある。そこで新たな部分問題
を生成する。



(3) x1＝1， x2＝0 に固定した部分問題を解く

５．(4)(b)より部分問題の実数最適解： (x3 , x4) 

= (1, 1/3)T z=14/3 が得られる。しかしz=14/3

は暫定値z＊=5より小さい。
したがたって、この部分問題は終端する。

(4) x1＝1， x2＝1 に固定した部分問題を解く

５．(4)(c)よりこの部分問題は実行可能解をもた
ない。したがたって、この部分問題は終端する。

(5) すべての部分問題が終端したので、暫定解

x= (0,1, 1, 0)T が最適解となる。



６．(1)

現在の解（基底解）に対して、非基底変数と基底変数を１つ
ずつ入れ替えることにより生成される解（基底解）の集合

６．(2)

現在の解（フロー）に対する残余ネットワークにおけるいづれ
かのパスにフローを流すことにより得られる解（フロー）の集合

６．(3)
現在の解（点）における勾配の逆方向にある解（点）の集合

６．(4)

現在の解（巡回路）に対して２本の枝を付け替えることにより
得られる解（巡回路）の集合



７

改悪となるような解への移動も許すことによって，
好ましくない局所最適解に補足されることを避け
ようとする方法

＜メタヒューリスティクス＞

＜焼きなまし法（シミュレーティッド・アニーリング法）＞
＜特徴＞

改悪となる解を採用する確率を温度と呼ばれるパラメータ
を用いて変化させる

＜タブー探索法＞

過去の探索で現れた解や移動のパターンをタブーリストと呼ばれ
る集合の形で記憶しておき、そのリストに含まれない解のなかで
最良のものに移動する


