
＜数理計画モデル＞

・線形計画問題

・ネットワーク計画問題

・非線形計画問題

・組合せ計画問題

簡単に
解ける

難しい
（厳密な最適化は
困難な場合が多い）



非線形計画モデル

＜ポートフォリオ選択問題＞

資産w円を３種類の株式A1,A2,A3に
分散して投資する。

株式の現在価格：p1, p2, p3円

1カ月後の株式の価格：P1, P2, P3円

確率変数



＜交通流割当問題＞

A

B

C

D

x1

x2

x3

x4

x5

各道路を通る車の台数： x1 , x2 , x3 , x4, x5

W台の車がAからDへ向かう



非線形計画問題

・制約なし問題

・制約つき問題

＜非線形計画問題＞

目的関数： f(x)            最小

制約条件： x∈S

＜制約なし問題＞

目的関数： f(x)            最小



局所的最適解と大域的最適解

大域的最適解：実行可能領域S全体において

目的関数fが最小となる点

局所的最適解：十分近くのどの実行可能解よ

りも目的関数fの値が小さい点



目
的
関
数
の
値

解空間

局所的最適解

大域的最適解

＜最適化の概念＞



＜凸計画問題＞

目的関数f ：凸関数

実行可能領域：凸集合

局所的最適解＝大域的最適解

＜一般的な非線形計画問題＞

いくつもの局所的最適解のなかから大域
的最適解を見つけることは非常に困難

局所的最適解を求めることが当面の目標

凸関数f： x,y∈Rn, 0≦α≦1 ⇒ f(αx+(1-α)y) ≦αf(x)+(1-α)f(y)

凸集合S： x,y∈S, 0≦α≦1 ⇒ αx+(1-α)y∈S



関数の勾配とヘッセ行列

∇f(x)＝

∂f(x)

∂x1

∂f(x)

∂x2

∂f(x)

∂xn

・・・

∇f(x)：点xにおける関数fの勾配



例）

f(x)＝5x1
2－6x1x2+ 5x2

2 －10x1 +6x2

∂f(x)

∂x1

＝10x1－6x2－10

∂f(x)

∂x2

＝－6x1+10x2+6

∇f(x)＝
10x1－6x2－10

－6x1+10x2+6

点a=(0,0)T, b=(2,0)T,  c=(3,1)Tにおける関数fの勾配

∇f(a)＝
－10

6
∇f(b)＝

10

－6
∇f(c)＝

14

－2
, ,



∇2f(x)＝

∂2f(x)

∂x1
2

∂2f(x)

∂x2∂x1

∂2f(x)

∂xn∂x1

・・・

∇2f(x)：点xにおける関数fのヘッセ行列

・・・

・・・

・・・

∂2f(x)

∂x1x2

∂2f(x)

∂x2
2

∂2f(x)

∂xn∂x2

・・・

∂2f(x)

∂x1xn

∂2f(x)

∂x2∂xn

∂2f(x)

∂xn
2

・・・

対称行列



例）

f(x)＝5x1
2－6x1x2+ 5x2

2 －10x1 +6x2

∇f(x)＝
10x1－6x2－10

－6x1+10x2+6

∇2f(x)＝
10   －6

－6   10

固有値：λ1=4, λ2=16

固有ベクトル：x1=(1,1)T, x2=(1,-1)T



固有多項式 ｇA(ｔ)＝｜ｔＥ－Ａ｜ Ａ：正方行列

行列Ａの固有値：ｇA(ｔ)＝０ の根（複素根も含む）

ＴA（x）＝Ａx Ａx ＝λx Ａx＝λＥx

（λＥ－Ａ）x＝０ x ：固有ベクトル

Ａ＝∇2f(x)＝
10   －6

－6   10

｜ｔＥ－Ａ｜＝ ＝ t2-20t+64 ＝(t-4)(t-16)t-10   6      

6 t-10    λ＝4,16

λ＝4のとき -6   6   

6   -6    
x ＝０

1

1
x ＝

λ＝16のとき 6   6   

6   6    
x ＝０

1  

-1
x ＝



固有値がすべて正である対称行列

正定値行列

xTAx＞ 0 （すべてのx≠0について）

ヘッセ行列が正定値の２次関数の等高線

楕円（共通の軸をもつ相似な楕円）

軸の方向：固有ベクトルの方向

軸の長さの比：固有値の平方根の逆数の比

ヘッセ行列：関数の形に関する重要な情報



x1

x2

10 2 3 4

1

2

3

-1

-1

∇f(a)

a f＝-5

f＝15

f＝0

f＝40
f(x)＝5x1

2－6x1x2+ 5x2
2 －10x1 +6x2の等高線



＜一般の非線形関数の場合＞

任意の点x に対して関数f を２次の項まで
テイラー展開した関数

f(x)＝ f(x)+∇f(x)T(x-x) +   (x-x)T ∇2f(x) (x-x)
1

2

～

点x のまわりで関数f を近似した関数

一般の非線形関数に対しても局所的
性質を知るうえで非常に重要



制約なし問題の最適性条件

∇f(x＊)＝0

x＊が局所的最適解であるための必要条件

x＊：関数f の停留点 １次の必要条件

凸関数fの任意の停留点x＊は（大域的）最適解



∇f(x＊)＝0

x＊

x＊

x＊

最大値 ×

最小値 ○

×

１次の必要条件



f(x)＝ f(x＊)+∇f(x＊)T(x-x＊)+ (x-x＊)T ∇2f(x＊)(x-x＊)
1

2

～

x＊ x
f(x＊)

f(x)
～

f(x) ＜ f(x＊)
～

x

f(x)
～

∇2f(x＊) は正定値

(x-x＊)T ∇2f(x＊)(x-x＊) ＜ 0

f(x) ＞ f(x＊)

(x-x＊)T ∇2f(x＊)(x-x＊) ＞ 0

x＊

f(x＊)

～



∇2f(x＊) は半正定値

A：半正定値行列

xTAx≧ 0 （すべてのxについて）

∇f(x＊)＝0 最適性の２次の
必要条件

∇2f(x＊) は正定値

∇f(x＊)＝0 最適性の２次の
十分条件



例）

f(x)＝x1
2+ 3x2

2 

∇f(x)＝
2x1

6x2

∇2f(x)＝
2   0

0 6

∇f(0)＝0 ∇2f(0)は正定値

最小点x＝0は最適性の２次の
必要条件と十分条件を満たす



f(x)＝x1
2+ x2

4

∇f(x)＝
2x1

4x2
3

∇2f(x)＝
2   0

0 12x2
2

∇f(0)＝0

∇2f(0)は半正定値だが正定値ではない

最小点x＝0は最適性の２次の必要条
件は満たすが，十分条件は満たさない

∇2f(0)＝
2   0

0 0



f(x)＝x1
2+ x2

3

∇f(x)＝
2x1

3x2
2

∇2f(x)＝
2   0

0 6x2

∇f(0)＝0

∇2f(0)は半正定値だが正定値ではない

x＝0は最適性の２次の必要条件を満
たすが，局所的最小点ではない

∇2f(0)＝
2   0

0 0



＜制約なし問題の解法＞

非線形計画問題の最適解を有限回
の演算で厳密に求めることは困難

一般には，最適解に収束するような点列｛x(k)｝
を次々と生成する反復法が用いられる．



最急降下法

＜最急降下法＞

(0) 出発点x(0) を選び，k:=0 とおく．

(1)∇f(x(k) )=0 ならば計算終了．さもなければ

d(k) := －∇f(x(k) ) とおいてステップ(2)へ．

(2) ステップ幅α(k) を求め，次の点

x(k+1) := x(k) ＋α(k) d(k)     を定める．

k:= k +1とおいてステップ(1)へ戻る．



＜ステップ(2)のステップ幅α(k) の求め方＞
～

f(x(k) ＋α(k) d(k) ) = min f(x(k) ＋α(d(k) )
α≧0

直線探索

＜大域的収束性をもつ＞ 長所

出発点をどこに選んでも、なんらかの解に
収束することが理論的に保証されている

＜１次収束＞ 収束の速さはあまり優れない

局所最適解にほぼ一定の比率で収束

条件数γ＝λmax／λmin ， (γ-1) ／(γ+1)の比率

λmax(min)：∇2f(x*)の最大(最小)固有値， x*：収束点

γが１に近い：収束が速い γが大きい：収束が遅い



x1

x2

10 2 3 4

1

2

3

-1

-1

∇f(x(0) )

x(0) 
f＝-5

f＝15

f＝0

f＝40

f(x)＝5x1
2－6x1x2+ 5x2

2 －10x1 +6x2の等高線

d(0) = －∇f(x(0) ) 

d(0) = －∇f(x(0) ) 

x(0) =(0,0)T

x(0) =(4,0)T

x(0) 

x(1) 

x(1) 

α(0) d(0) 

∇f(x)＝
10x1－6x2－10

－6x1+10x2+6

=(10,-6)T

=(-30,18)T

α(0) d(0) 





ニュートン法と準ニュートン法

＜ニュートン法＞

(0) 出発点x(0) を選び，k:=0 とおく．

(1)∇f(x(k) )=0 ならば計算終了．さもなければ

∇2f(x(k) )d = －∇f(x(k) ) 

の解d(k)を求め，ステップ(2)へ．

(2) 次の点を x(k+1) := x(k) ＋d(k)     とする．

k:= k +1とおいてステップ(1)へ戻る．



f(x)＝f(x(k))+∇f(x(k))T(x-x(k)) +   (x-x(k))T∇2f(x(k)) (x-x(k))1
2

～

d ＝(x-x(k)) として

q(k)(d)＝f(x(k))+∇f(x(k))Td +   dT∇2f(x(k)) d 1
2

∇q(k)(d)＝∇f(x(k))T  + ∇2f(x(k)) d ＝0 最小点

＜2次収束＞ 収束が速い

誤差（局所最適解との差）の２乗が
ほぼ一定の比率で収束

＜局所的収束性をもつが，
大域的収束性をもたない＞

短所

出発点を解の十分近くに選べば、
その解への収束が保証される



f(x)＝5x1
2－6x1x2+ 5x2

2 －10x1 +6x2

∇f(x)＝
10x1－6x2－10

－6x1+10x2+6
∇2f(x)＝

10   －6

－6   10

∇2f(x(k) )d = －∇f(x(k) ) 

x(0) =(0,0)T
10   －6

－6   10
d =  

10 

－6 

d(0) =(1,0)T

=(1,0)T

x(0) =(4,0)T
10   －6

－6   10
d =  

-30 

18 

d(0) =(-3,0)T

=(1,0)T

x(1) = x(0)+d(0) 

x(1) = x(0)+d(0) 



x1

x2

10 2 3 4

1

2

3

-1

-1

x(0) f＝-5

f＝15

f＝0

f＝40

f(x)＝5x1
2－6x1x2+ 5x2

2 －10x1 +6x2の等高線

x(0) 

x(1) 

d(0) =(-3,0)T 

∇f(x)＝
10x1－6x2－10

－6x1+10x2+6

∇2f(x)＝
10   －6

－6   10

d(0) =(1,0)T 

∇2f(x(k) )d = －∇f(x(k) ) 





＜準ニュートン法＞

(0) 出発点x(0) と正定値対称行列B(0)を選び，

k:=0 とおく．

(1)∇f(x(k) )=0 ならば計算終了．さもなければ

d(k) := －(B(k))－1∇f(x(k) ) を求めステップ(2)へ．

(3) BFGS公式により行列B(k+1)を定める．

k:= k +1とおいてステップ(1)へ戻る．

(2) ステップ幅α(k) を求め，次の点

x(k+1) := x(k) ＋α(k) d(k)     を定める．



ニュートン法の改良版

＜超１次収束＞

１次収束と２次収束のあいだ．２次収束に近い．

＜ほぼ大域的収束性を保証＞
・目的関数fが凸関数の場合は証明済み

・目的関数が凸関数でない場合は証明さ
れていないが、実際には工夫により可能

信頼性（大域的収束性）と計算効率（収束の速さ）の両
面で非常に優れた方法。実際に広く用いられている。





制約つき問題の最適性条件

＜制約つき問題＞

目的関数： f(x)            最小

制約条件： ci(x)=0    (i=1,2,・・・,l)

ci(x)≦ 0 (i= l +1,・・・,m)

例）
目的関数： f(x)=(x1-1)2+(x2-1)2 最小

制約条件： c1(x) =x1
2+ x2

2 －2≦0  

c2(x) =－x1+ x2≦0  

c3(x) =－x2≦0  



∇f(x＊) +Σ ui
＊∇ci(x

＊) ＝0
i=1

m

ci(x
＊) ＝0                        (i=1,2,・・・,l)

ci(x
＊) ≦0， ui

＊≧ 0
ci(x

＊) ＜0 ⇒ ui
＊= 0

(i= l +1,・・・,m)}

制約つき問題に対する最適性の１次の必要条件

キューン・タッカー条件

（カルーシュ・キューン・タッカー条件）

・一般には最適性の十分条件ではない

・凸計画問題に対しては（大域的）最適解



例）
目的関数： f(x)=(x1-1)2+(x2-1)2 最小

制約条件： c1(x) =x1
2+ x2

2 －2≦0  

c2(x) =－x1+ x2≦0  

c3(x) =－x2≦0  

最適解x＊=(1,1)T

∇f(x＊) =(0,-2)T ，∇c1(x
＊) =(2,2)T ，∇c2(x

＊) =(-1,1)T

ui
＊=1/2， u2

＊=1 とすれば

∇f(x＊) + u1
＊∇c1(x

＊) + u2
＊∇c2(x

＊) ＝0



＜制約つき問題の解法＞

制約なし問題に変換して，解を求める．

ペナルティ法

・制約条件の満足度を表す関数を新たに定義

・それを目的関数に加えた関数を最小化

例）
目的関数： f(x)=(x-2)2 最小

制約条件： c1(x) =x－1≦0  

c2(x) =－x － 1 ≦0  

実行可能領域 S：閉区間[-1,1]



Pρ(x)=

ρ(x-1)， x≧１ のとき

0， -1≦x<１ のとき
-ρ(x+1)， x<-１ のとき

{

Fρ(x)= f(x) + Pρ(x)

(x-2)2 +ρ(x-1)， x≧１ のとき

(x-2)2 ， -1≦x<１ のとき
(x-2)2 -ρ(x+1)， x<-１ のとき

{=

制約条件に対して

ペナルティ関数

Pρ(x)=ρ ( Σ |ci(x)| + Σ max{0, ci(x)} )

i=1

i=1

l

i= l +1

m

＜一般の制約つき問題＞

Fρ(x)= f(x) + Pρ(x)

目的関数： Fρ (x)            最小



＜逐次２次計画法＞

(0) 出発点x(0) と正定値対称行列B(0)を選び，k:=0 とおく．

(1)下記の２次計画問題を解いて(d(k) ,v (k) )を求める．

d(k) =0 ならば計算終了．さもなければステップ(2)へ．

BFGS公式により行列B(k+1)を定める．

k:= k +1とおいてステップ(1)へ戻る．

(2) ステップ幅α(k) を求め，

x(k+1) := x(k) ＋α(k) d(k) u(k+1) := v(k) とおく．

逐次２次計画法

目的関数： f(x)=∇f(x(k))Td +   dTB(k)d 最小1
2

制約条件： ci(x
(k))=∇ci(x

(k))Td =0      (i=1,2,・・・,l)

ci(x
(k))=∇ci(x

(k))Td ≦0    (i= l +1,・・・,m)


